Derivadas

1. Definicion y significado
La derivada de f ena es

fa) — tim LOEW @) _ o f@) — f0)

h—0 h z—a r—a

 Significado geométrico: f’(a) es la pendiente de la recta tangente a la grafica en el punto
(a, f(a)).

« Significado fisico: si s(t) es la posicion, s’(t) es la velocidad y s”(t) la aceleracion.

» Si f es derivable en a, entonces es continua en a. El reciproco es falso: f(z) = |z| es
continua en 0 y no derivable.

X
secant¢: pendiente [f(a+h) - f(a)] / h

Figura 1: La secante por (a, f(a)) Yy (a + h, f(a + h)) se acerca a la tangente cuando h — 0: la
derivada es la pendiente de la tangente.

2. Derivadas de funciones elementales

f(=z) f'(z)
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f(z) f'(z)
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3. Reglas de derivacion

e Suma: (f+g)' = f’ + ¢’. Producto por un numero: (kf) = kf’.
e Producto: (fg)' = f'g+ fg'.

« Cociente: (g)/ = fgg;ﬁg

» Regla de lacadena: (fog)'(z) = f'(9(x)) - ¢'(z).
Con la cadena, cada fila de la tabla se generaliza: (e*) = u’e*, (Inu)’ = %, (sinu)” = u cosu,

n—1,,/ !

(u™) = nu" '/, (arctanu)’ =

1+u2"*

Ejemplos:

o f(x) =e3sinz: f/ = 3e3%sinz + 3% cosz = 3% (3sinx + cos x).

 fl@)=In(z®*+1): f' = IS_’EI-
x241. g/ 2z(z—2)—(z2+1 z2—Ag—
o f(z) = mj21~ = ( (112)2 ) (z—42)21'

Derivacion logaritmica: para y = f(z)?® se toman logaritmos, Iny = gIn f, y se deriva: % =
g'Inf+ gf7/-

Ejemplo:y =2 = Iny=xlnz = % =lnz+1=y =z"(lnz+1).

Derivada de la funcion inversa: (f~1)(b) = #a) si f(a) = b.

Derivadas sucesivas: f” = (f')’, f” = (f”)’. Por ejemplo, para f = ze® es ) = (z + n)e®.
4. Recta tangente y recta normal

En el punto (a, f(a)):

e Tangente: y — f(a) = f'(a) (r — a).
« Normal (perpendicular a la tangente, si f'(a) # 0): y — f(a) = —f/}a) (x —a).

Tangente paralela a una recta de pendiente m: se resuelve f'(z) = m.
Tangente horizontal: f'(z) = 0.

Tangente desde un punto exterior Q: la tangente en z =a es y = f(a) + f'(a)(z — a); se
impone que pase por Q y se despeja a.

5. Derivabilidad de funciones a trozos

Para f(z) = {Ziﬁiii en el punto de union:

1. Continuidad: g(a) = h(a).
2. Derivabilidad: ademas ¢’(a) = h’(a) (las derivadas laterales coinciden).
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Las derivadas laterales se calculan derivando cada rama y sustituyendo en a. Este atajo vale
si f es continua en a y cada rama es derivable a su lado; si no, se usa la definicién con
limites laterales. Para el valor absoluto, se escribe como funcion a trozos.

Ejemplo: f(z) = |z — 1| tiene derivada lateral —1 por la izquierda y +1 por la derecha en z =
1: no es derivable ahi.

Pico: no derivable Suave: derivable Vertical: no derivable

A A A
f = +1 :
1
1
|

Figura 2: Tres casos en z = 0: un pico (no derivable), un punto suave (derivable) y una
tangente vertical (no derivable).

Nota

Si la funcién no es continua en a, tampoco es derivable en a. Empieza siempre por la
continuidad.

Resumen rapido

f’(a) es la pendiente de la tangente: y — f(a) = f'(a)(z — a).
Producto: f'g + fg¢’. Cociente: %. Cadena: f'(g) - ¢'.

e y = f9: derivacion logaritmica.

A trozos: continuidad mas igualdad de derivadas laterales.
Derivable implica continua; no al revés.
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