Rectas y planos en el espacio

1. Ecuaciones de la recta
Una recta r queda determinada por un punto P(p,, p,, ps) Y un vector director d = (dy,ds, ds).

Forma Ecuacidn

Vectorial (z,y,2) = (p1,P2,P3) + A(dy, dy, d3)
Paramétricas T=p;+Ady, y=py+Ady, z=ps+ Ad;
Continua el

dy dy

{Az+By+Cz+D =0
dos planos: A’z +B'y+C'2z+ D" =0

Implicita

« Pordos puntos Ay B:P=Ayd= AB.

» De la forma implicita se pasa a la paramétrica resolviendo el sistema con una incégnita
como parametro. El vector director también es el producto vectorial de las normales de
los dos planos.

2. Ecuaciones del plano
Un plano = queda determinado por un punto P y dos vectores directores i, 4 no paralelos,
0 por un punto y un vector normal 7 = (A, B, C).

Forma Ecuacion

Vectorial (z,y,2) = P+ MM+ pv
General (implicita) Az + By+Cz+ D=0

Cémo pasar alageneral: 7 =14 x vy D = —n - P. Equivalentemente:

T—P1 Y—DP2 2—P3

Uy Uy us |[=0
Gl Ua U3
Casos habituales:
« Por tres puntos A, B,C: i = AB, i = AC.
e Porunpuntoyunarecta: i =d, 3 = PQ con Q de la recta.
« Perpendicular a una recta: ii = d.

« Plano mediador de Ay B: s = AB y pasa por el punto medio.

3. Posiciones relativas
Dosplanosm:7n-X+D=0,n":1"- X+ D" =0:

Situacion Condicion

Se cortan en unarecta 7Yy 7’ no proporcionales
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Situacion Condicion

P elo A _ B ¢ L D
aralelos A’ B’ c’ D’

inci A _ B _ C D
Coincidentes TS E - =D

A4V <= ar

Secantes Paralelos Coincidentes

Figura 1: Dos planos: secantes (se cortan en una recta), paralelos o coincidentes.
Recta y plano: sustituye las paramétricas de la recta en el plano y obtén una ecuacion en .

e Una solucion: la recta corta al plano en un punto.
« Ninguna solucién: paralela (d - i = 0 y el punto no esta en el plano).
e Todo X: la recta esta contenida en el plano.

(FT L LT

Secante Paralela Contenida

Figura 2: Recta y plano: secante en un punto P, paralela o contenida.

Dos rectas r(P,d) y s(Q,€): mira el rango de {d,é} y el de {d,¢, PQ}.

Situacion rg(d, €) rg(d, €, PQ)
Coincidentes 1 1
Paralelas 1 2
Se cortan 2 2
Se cruzan 2 3
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Paralelas Coincidentes Se cortan Se cruzan

Figura 3: Dos rectas: paralelas, coincidentes, se cortan en un punto o se cruzan (no estan
en un mismo plano).

Tres planos forman un sistema 3 x 3: se aplica Rouché (tema 3).rg A =rg A* = 3: se cortan
en un punto; rangos 2y 2: en una recta; rangos 2 y 3: se cortan dos a dos o dos son paralelos;
rangos 1y 1: coincidentes; rangos 1y 2: paralelos (o dos coincidentes y el tercero paralelo).

4. Angulos
e Entre dos rectas: cosa = Il
o Entre dos planos: cosa =

e Entre recta y plano: sin «
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5. Distancias

 Punto Py(zg, Yo, 20) @aunplano Az + By+Cz+ D =0: d =
e Punto P, a unarectar(P,d): d = %

e Entre dos planos paralelos: distancia de un punto de uno al otro.
o Recta paralela a un plano: distancia de un punto de la recta al plano.
o Entre dos rectas paralelas: distancia de un punto de una a la otra.

—

e Entre dos rectas que se cruzan r(P,d), s(Q,€): d = I[P@.d.¢]

|dxé|

|Azo+By,+Czo+D|
VAZ+B2+C?

6. Proyecciones y simétricos
Proyeccién ortogonal de un punto P, sobre un plano =: traza la recta perpendicular por F,
(direccion 7)) y corta con 7. Simétrico By = 2H — R, con H la proyeccion.
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Respecto de un plano Respecto de una recta

Figura 4: H es la proyeccion de Py el punto medio del segmento PP’: P =2H — P.

Proyeccién de P, sobre una recta r: traza el plano perpendicular a r por B, (normal d)y
corta con r. El simétrico se obtiene igual: By = 2H — R,.

Recta que pasa por P, y corta perpendicularmente a r: tiene direccién R/ H, con H la
proyeccién de F, sobre r.

Resumen rapido

o Recta: punto + vector director. Plano: punto + normal, 7 = % x 9.

e Recta—-plano: sustituir en el plano y mirar el numero de soluciones.
» Rectas: comparar los rangos de {d,é} y {d,é, PQ}.

e Angulo recta—plano: usa el seno.

« Distancia a un plano: ‘A%*Byl%‘*(’zo”".

o Simétrico: 2H — R, con H la proyeccion.

MD MATEMATICAS 4/ 4



	1. Ecuaciones de la recta
	2. Ecuaciones del plano
	3. Posiciones relativas
	4. Ángulos
	5. Distancias
	6. Proyecciones y simétricos

