Vectores en el espacio

1. Vectores en R?
Un vector 4 = (uq,us,us) tiene tres componentes. El vector que va del punto A(aq,as,as) al
punto B(b,, by, bs) €S

EzB_A:(bl_a17b2_‘127b3_a3)

o Médulo: || = y/u? + u2 + u2. Distancia entre dos puntos: d(4, B) = |AB|.
e \ector unitario en la direcciéon de u: %

e Suma, resta y producto por un numero: componente a componente.
Puntos notables:

« Punto mediode Ay B: M = 45,

e Simétrico de A respecto de B: A’ = 2B — A.

« Baricentro del tridngulo ABC: G = 4+5+€,

e Cuarto vértice del paralelogramo ABCD: D = A+ C — B.

2. Dependencia lineal y bases
Los vectores 4,4, w son linealmente dependientes si alguno es combinacion lineal de los
demas. Si no, son independientes.

» Dos vectores son dependientes si son proporcionales (paralelos).

» Tres vectores son dependientes si son coplanarios, es decir, si det(u, 9, w) = 0.

» Tres vectores independientes forman una base de R3: todo vector se escribe de forma
Unica como ¢ = ai + bv + cw.

Para hallar las coordenadas (a, b, c) se resuelve el sistema aii + bv + ci = .

Suma y resta Producto escalar y proyeccion

u-+yv

u-v=|ullv] cos a

l

proy v

Figura1: Sumay resta de vectores (regla del paralelogramo) y proyeccion de 4 sobre @ para
el producto escalar.
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3. Producto escalar

U+ U =uy v, + Uyy + ugvg = |U| |V] cos a

donde «a es el angulo que forman. El resultado es un numero.

Uso Férmula

Angulo cosa =
Perpendiculares Ulied-9=0
Médulo u-u=|ul|?

Proyeccion de 4 sobre v % (longitud con signo)
Vector proyeccién Lly

Ejemplo: 4 =(1,2,3) y v =(2,—1,1)dan 4-9=2—2+3=3Yy cosa = \/ﬁ :%, es decir
a~ 70,9

S

4. Producto vectorial

El resultado es un vector con estas propiedades:

e Es perpendicularau y a v.

e Sumaodulo es |d x U] = |i| || sina = &rea del paralelogramo que forman.
e 4 X U=—(vxu) (no es conmutativo).

e i x¥=0<« 1y v son paralelos.

Ejemplo: (1,2,3) x (2,—-1,1) = (2+4+3,6 —1,—1 —4) = (5,5, —5).
Aplicaciones:

o Area del paralelogramo: |AB x AC]|.

« Area del tridngulo: 1|AB x AC].

» Vector perpendicular a dos vectores: 4 x . Dividiéndolo entre su moédulo se obtiene uno
unitario.

5. Producto mixto
Uy Uy Ug
[U,0,0] =4 - (UX W) =|v; vy vg
Wy Wy Ws
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Producto vectorial: area y perpendicular Producto mixto: volumen

Figura 2: El producto vectorial 4 x ¥ es perpendicular a ambos y su médulo es el area del
paralelogramo; el valor absoluto del producto mixto es el volumen del paralelepipedo.

Volumen del paralelepipedo: V' = |[u, U, @]|.
Volumen del tetraedro ABCD: V = |[AB, AC, AD)|.
Coplanarios < [u, v, w] = 0.

o _ 3V
Altura del tetraedro desde D sobre la base ABC: h = Krea(ABO)"

Resumen rapido

« AB = B — A; punto medio = 4%Z; baricentro = A+5+C,

o Escalar — numero: angulo y perpendicularidad. Vectorial — vector: areas y perpen-
dicular. Mixto — numero: volumenes y coplanaridad.

Area del triangulo = 1[AB x AC|.

Volumen del tetraedro = L|[AB, AC, AD]|.

Tres vectores forman base < det # 0.
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