Integrales

1. Primitiva e integral indefinida

Una primitiva de f es una funcion F cuya derivada es f: F’(z) = f(x). Si F es una primitiva,
también lo es F + C para cualquier constante C, asi que el conjunto de todas ellas, la integral
indefinida, se escribe

/f(x) dex =F(z)+C

Integrar es el proceso inverso de derivar. Es lineal: [ (a f(z) +bg(z)) de =a [ fdz +b [ gdz.

Ejemplo (del coste marginal al coste). Si el coste marginal es C’(z) = 0,04z + 5 (como en el
), el coste es una primitiva:

C(z) = /(0,0433 +5)dr =0,022% + 5z + K
La constante K se fija con un dato: si el coste fijo es 300 €, C(0) =300 = K =300,y C(z) =
0,02z2 + 5x + 300. Del mismo modo, si el ingreso marginal es I’(x) = 100 — 4z y sin ventas

no hay ingreso, I(z) = 100z — 2z2 (con I(0) = 0).

2. Primitivas inmediatas

i) [ f(@)dz
k kx+C
z" (n # —1) f:—:ll +C
1 In|z| +C
e’ e +C
a® e 4 C

Ina

Las raices se escriben como potencias: /z = z/2 y & = 272, Con u una funcion de z y v/
su derivada, las primitivas compuestas (la regla de la cadena al revés) son:

f(z) J f(z)da
u - u™ (n# —1) %—FC’
% In|u| +C
u et e+ C

u - a® %—FC
;—% 2v/u+C

Para aplicarlas, hay que tener exactamente v’ delante; si falta una constante, se multiplica
y divide por ella.

Ejemplos.
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Integral Resultado

J(Bz? — 4z + 5) dz 3 — 222 + 5z + C
J(E+e%)ds In|z| +e® + C
[Vzdx 2333/2 +C
[(2z +1)*dx (conu =2z + 1, v = 2) 1. Q4P | o GotlP | o
[ e dx ET +C
[ 525 dz 3In|3z+ 2|+ C
22 dz (aquiuw = 22 4 1) In(z%2+1)+C
[ze*” dz (con u = 22, falta el factor 2) le”* +C
J 7= dz (conu =2z +1) VzZ+1+C
Nota

Siempre se puede comprobar el resultado derivandolo: debe salir la funcién original.

3. Integral definicda y regla de Barrow
La integral definida f: f(z) dz mide el &rea con signo entre la grafica de fy el eje X en [a, ]
(positiva si f > 0). La regla de Barrow la calcula con una primitiva F' cualquiera de f:

[ s@de= P~ Fla) = [ Fa]

Propiedades: f;f =0; fff = —fb“ fi f;’f = f:f+ fcb f;y es lineal.
Ejemplo. [(322 + 1) dz = [ 2° + a]§ = (8 +2) — 0 = 10.

Ejemplo (coste de aumentar la produccion). El coste de pasar de 50 a 100 unidades es la
integral del coste marginal:

100
/ (0,04z + 5) dz = [ 0,02z + 5z]50° = (200 + 500) — (50 + 250) = 400 €
50

que coincide con C(100) — C(50) = 1000 — 600. Es el area bajo la grafica del coste marginal
entre 50 y 100.
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A € por unidad
C'(x) =0,04x + 5

10 4 __—

8 /

° /

1 area = 400 €

21
. . unidades x
25 50 75 100

Figura 1: El coste de pasar de 50 a 100 unidades es el area bajo la grafica del coste marginal
en ese intervalo: 400 €.

Ejemplo (exponencial). Una asociacion gana nuevos socios a un ritmo de s(t) = 120 e %
sSocios por mes, t en meses desde su lanzamiento. En los primeros 10 meses ingresan

10
./‘ 120e—04tdt::[—-1200e—0J13°::1200(1-6—1)z1758,5
0

—0,1t

es decir, unos 758 socios (la primitiva de e >'* es <5+).

4. Calculo de areas
Area bajo una curva. Si f >0 en [a,b], el area es fj fisi f<0, es —f; f. Si f cambia de
signo, hay que hallar los puntos de corte con el eje X y calcular por separado cada tramo,
tomando valores absolutos.

Ejemplo. Para f(z) = 22 — 4z + 3 = (z — 1)(z — 3) en [0,4], con F(z) = & — 222 + 3a:

Tramo [ fdz = F(b)— F(a) Signo Area
0,1 2-0=1% - 3
3,4 4-0=1% + 3

o 4 ,
La integral [ f = 3 (las partes se compensan), pero el dreaes 3 + 5 + 3 = 4.
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integralde 0 a 4 = 4/3
area = 4/3 +4/3 + 4/3 =

Figura 2: Laintegral de 22 — 42 + 3 entre O y 4 vale %, pero el area total es 4: el tramo bajo
el eje cuenta con signo negativo en la integral.

Area entre dos curvas. Si f(z) > g(z) en [a, b], el drea entre ambas es
. b
Area = / ( f(z)—g(x))dx

Pasos: (1) se hallan los puntos de corte igualando f(x) = g(x); (2) se ve cual funcién esta
por encima en cada tramo; (3) se integra la diferencia (la de arriba menos la de abajo).

Ejemplo. El area entre f(z) = —2? +4zy g(z) =2: — 2> +4dz=2=283—-2)=0=2=0,2 =
3;en (0,3), f > g (por ejemplo, en z = 1: 3 > 1). Entonces

3 3 2
L 3, 27 9
Area:/ (~a?+3a)do= [~ T+ i =0+ T =5 =45
0 32 2
Ejemplo (curvas que se cruzan). Entre y =z e y = 23 en [-1,1] se cortan en z = —1,0, 1,
y cambia cudl esta arriba: en [-1,0] es z3 y en [0,1] es x. Por simetria el area es 2fol(x—

) dz =2(3—1) = &

Ejemplo (exponencial). Entre y=¢* e y=2+1 en [0,1] (donde e* >z + 1): fol(ef” —z—

1)dz=[em—$—22—a:](1)=e—g%0,218.

Aplicacion: excedente del consumidor

Con la demanda ¢ = 120 — 4p del , el precio maximo que esta dispuesto a pagar el
comprador de la unidad ¢ es p = 30 — {. En el equilibrio se venden ¢ = 80 unidades a 10 €.
Los compradores que hubieran pagado mas ahorran dinero: el excedente del consumidor
es el area entre la curva de demanda y el precio de equilibrio:

80 q q2
/ (30 —o- 10)dq _ [20q _ g]ﬁo — 1600 — 800 = 800
0
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Es el drea de un tridngulo de base 80 y altura 20, 3 - 80 - 20 = 800, y equivale a 800 (miles de
euros).

Excedente del consumidor Entre una parabola y una recta

A A f g
30 -

demanda 4 1

20 1 area = 9/2

excedente

= 800
10 [ _ - 7

40 80 120

Figura 3: Alaizquierda, el excedente del consumidor es el area entre la demanday el precio
de equilibrio (800). A la derecha, el drea entre f(z) = —z% + 4z y g(z) = z vale 3.

Resumen rapido

F' = f= [ fdx = F + C. Comprueba derivando.

Inmediatas: [2" = 22 (n # —1), [ L =In|z|, [e® = ¢*, [a® = &-. Compuestas con u’:
[uum, | v — Inl|ul, Ju'e" = e*.

I?arrow: fa f=F(b)— F(a). Del coste marginal al coste: C(b) — C(a) = f; C’'(z) dz.
Area con f que cambia de signo: separar en los puntos de corte con el eje.

Area entre curvas: f;(arriba — abajo) dz, con los limites en los puntos de corte.
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