Derivadas

1. Derivada de una funcion en un punto

La tasa de variacion media de f en [a,b] es W: cuanto cambia f por unidad de z en
promedio. La derivada en a es la tasa de variacion instantanea, el limite de la media cuando
el intervalo se hace muy pequefo:

h—0 h z—a r—a

 Significado geométrico: f’(a) es la pendiente de la recta tangente a la grafica en (a, f(a)).

 Significado econdmico: si C(z) es el coste de producir z unidades, C’(z) es el coste
marginal (lo que cuesta, aproximadamente, producir una unidad mas). De igual forma
existen el ingreso marginal I’(z) y el beneficio marginal B'(x).

Ejemplo. Para C(z) = 0,02z2 + 5x + 300 (euros, con z unidades), pasar de 50 a 60 unidades
cuesta de media S182_C60) _ 672-600 _ 7 9 € por unidad. El coste marginal en z = 50 es la
derivada, que se obtiene con la definicién:

C(50 + h) — C(50) _ 0,02(100h + h) + 5h
h - h

=7+0,02h — 7
h—0

es decir, C’(50) = 7 €/unidad. La funcion f’, que da la derivada en cada punto, es la funcion

derivada.

2. Derivadas de las funciones elementales y reglas de derivacion
f(z) f'(2)

k (constante) 0

z" na™ !
v 5
e’ e’

a® a®lna
Inz %

log, e

Reglas de las operaciones:

e Suma: (f +g) = f’ +¢'. Producto por un numero: (k- f) =k f’.

e Producto: (f-g) =f"-g9g+f-g.

« Cociente: (5)/ = fgg#

e Regla de la cadena: (fog)'(z) = f'(g9(x)) - ¢’(z) (se deriva «por fuera» y se multiplica por

la derivada de «lo de dentro»).

Con la cadena, cada fila de la tabla se generaliza (u es una funcioén de z):
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u" nu™ . u
u 21\1/6
e u' e¥
a u a*Ilna
Inu %
loga « u?na
Ejemplos.
Funcion Derivada
23 — 222 4+ 52 — 1 (polindmica) 3z2 — 4z +5
(2z +1)° (cadena) 52z +1)*-2 =102z + 1)*
=41 (racional) Zale At — gt
3 q . 2z _ x
V2 + 1 (irracional) 2/t T = Vain
e’ y 2% (exponenciales) 2z e*” y 2% In2
In(z2 + 1) y log, = (logaritmicas) et e

Ejemplo con contexto (publicidad). Las ventas, en miles de euros, al invertir  miles de euros
en publicidad son V(z) = z e */1°. Por la regla del producto y la cadena:

1
V,<IL'> =1l o e—z/lO 4+ (_E>e—z/10 — (1 . 1w_0>e—z/10

3. Recta tangente
La recta tangente a y = f(z) en el punto de abscisa a es

y—fla) = f'(a) (z —a)

Ejemplo. La tangente al coste C(z) = 0,02z + 5z + 300 en z = 50: C(50) =600 y C’(z) =
0,04z + 5, luego C’(50) = 7 y la tangente es y = 600 + 7(x — 50) = 7z + 250. Sirve para esti-
mar: C'(51) ~ 7 - 51 + 250 = 607 €; el valor exacto es C'(51) = 607,02 €.
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coste (£€)
1200 4

tangente: y = 7x + 250
pendiente 7 = coste marginal

900 A

600 +---===== === == —

300

unidades x

25 50 75 100

Figura 1: Coste de produccion con su tangente en z = 50: la pendiente de la tangente, 7, es
el coste marginal.

Ejemplo (tangente con pendiente dada). Para hallar latangente a f(z) = > — z paralelaay =
2z + 1 se impone f'(z) =2:2z—1=2=z=3. Como(}) =3, la tangente es y — 3 = 2(z —

3 i _ 9)
3), es decir, y =2z — .

Otro ejemplo. La tangente a f(z) =Inzenz =1: f(1) =0, f'(1) =1, luego y = z — 1.

4. Derivabilidad, derivadas laterales y continuidad
Las derivadas laterales son f’(a~) = lim,_,, L&H=1@ y /(g +) = lim,, . L& ) 5 fyn-

cion es derivable en a si las dos existen y son iguales: f'(a™) = f'(a™).

Derivabilidad y continuidad

o Si f es derivable en a, entonces es continua en a. Por tanto, si no es continua, no es
derivable.

 El reciproco es falso: f puede ser continua y no derivable (un «pico» o punto angu-
loso), como f(z) = |z| en z = 0.

Ejemplos. La factura del agua (tema 4) es continua en z = 10, pero las derivadas laterales
son distintas: f/(107) = 0,9y f/(10%) = 1, 5, luego no es derivable en z = 10 (el precio por m*
cambia de golpe). La tarifa de envio ni siquiera es continua en w = 2, asi que tampoco es
derivable.

MD MATEMATICAS 3/5



Punto anguloso: no derivable Salto: no es ni continua

A A
30 +
pendiente 1,5 10 + O_
20 T ’¢”, 7 -+ H
10 + 4 Q@ saltoenw = 2
pendiente 0,9
: —> | | >

10 20 2 5

Figura 2: Izquierda: la factura del agua es continua pero no derivable en 10 m® (pendientes
laterales 0,9 y 1,5). Derecha: con un salto no hay ni continuidad ni derivabilidad.

Derivabilidad de una funcién a trozos. En cada punto a de union de los trozos:

1. Se comprueba la continuidad: los dos valores laterales coinciden.
2. Se derivan los trozos y se comparan las derivadas laterales en a.

Ejemplo. f(z) = {gijzi En x = 2: los valores laterales son 3 y 3 (continua). Las derivadas,

2x = 4 por la izquierda y 2 por la derecha, son distintas: continua pero no derivable en z = 2.

5. Hallar coeficientes para que se cumplan ciertas propiecdacdes
Cada propiedad da una ecuacioén sobre los coeficientes:

Propiedad Ecuacion
La grafica pasa por (a,b) fla) =0
La tangente en z = a tiene pendiente m f'(a)=m

Tangente horizontal (o extremo) en z = a f'(a)=0
Continua en z = a (funcioén a trozos) los valores laterales coinciden

Derivable en z = a (funcidén a trozos) continua y derivadas laterales iguales

Q Q. Q o 2 9
Ejemplo (funcion a trozos derivable). Se quiere que f(z) = {ﬁl;f:f*bii sea derivable en z =
_1

1. Continuidad: 1+a+b=In14+3=3=a+b=2. Derivadas: f'(17)=2+ay f/(1*) =7 =
l,luego24+a=1=a=-1yb=3.

ax+bx<0

oo, es derivable en 0 sib = ¢” =1 (continuidad) y

Ejemplo (otro tipo de trozos). f(z) = {
a = e’ = 1 (derivadas laterales).

Ejemplo (funcion de costes). Se sabe que C(z) = az? + bz + c tiene un coste fijo de 200
€ (C(0) = 200), cuesta 420 € producir 10 unidades (C(10) = 420) y el coste marginal en 10
unidades es 32 € (C’(10) = 32). Como ¢ = 200, queda 100a + 10b = 220 y 20a + b = 32; resol-
viendo, a = 1y b = 12: C(z) = x2 + 12z + 200.
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Ejemplo (maximo). Una funcion de ingresos I(z) = az? + bxr tiene su maximo en z = 25
con 1(25) = 625. Por tanto I'(25) = 50a + b = 0 y 625a + 25b = 625; de la primera b = —50a, Y
entonces —625a = 625, de donde a = —1y b= 50: I(z) = —22 + 50z.

6. Derivadas y calculo de limites: regla de LHOpital

Si al calcular lim,_,, /2) sale la indeterminacion 2 o =, y existe el limite del cociente de las
9(z) 0" o

derivadas, entonces

lim M = lim F'(z)

va g(z) ~ wa g'(a)

Vale también para z — +oo. Se derivan numerador y denominador por separado (no es la
regla del cociente). Se puede aplicar varias veces.

e -1 __ 0

o lim, ,<=1=23 :hmwoe?“ =1,

o lim, ., ;n—_fl =02 lim, ,, L2 =1.

e lim, , £ =2=1lmZ==2=1]imZ =0.
o lim, . 22 = lim 0% = lim 2 = 0.

Ampliacién (fuera del curriculo de la PAU)

« Otras indeterminaciones con L'Hépital. Las formas 0 - co, co — 00, 1°°, 0° 0 0o? se trans-
. . . . . 1 . 1
forman primero en un cociente. Por ejemplo, lim, o+ zlnz = lim_,,, 1“/—2 = hm%/fcz =
lim(—z) = 0.
o Derivacién logaritmica. Para derivar y = z* se toman logaritmos, Iny = zIlnz, y se
deriva: £ =Inz +1, luego y’ = z*(Inz + 1).

Resumen rapido

f'(a) =lim,,_,, w: pendiente de la tangente y tasa de variacién instantanea

(coste, ingreso o beneficio marginal).

 Tabla de derivadas + suma, producto, cociente y cadena: (u")’ = nu™ v/, (e*)’ = u’e
(Inw) = /u, (Vu) =u'/(2v/w).

e Tangente: y — f(a) = f'(a)(z — a).

e Derivable ena < f'(a~) = f’(a™). Derivable = continua; no al revés.

e Atrozos: continuidad primero, derivadas laterales después. Parametros: una ecuacion
por propiedad.

e L'Hopital: solo para % y 2, se deriva numerador y denominador por separado.
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